一 种 基于 拉 格 明日 反 演 的 级 数 函 数 单 调 区 间 佑 计 及 
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摘要 : 本 文 利用 拉 格 朗 日 反 演 级 数 方 法 ， 研 究 了 形 如 级 数 y =a 1X+a 2X “2 十 


a 3X 3++a ,7 X 7” +.… 的 在 x =0 的 邻 域 内 单调 区 间 ， 然 后 针对 更 一 


般 形式 的 级 数 方程 ， 给 出 了 其 中 一 个 非 零 实 根 的 一 个 计算 方法 。 
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Abstract: In this paper, we first study the monotone intervals in the neighborhood 


of x =0 for the series yy =a 1xX+a 2X “+a 3xX 3+...+ 
a hn X nn +... by using the Lagrange inversion series method, Then, for the 


more general series equation, we give a calculation method of the nonzero and minimum 
real roots. 
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1. 首 项 系数 不 为 零 的 级 数 方程 单调 区 间 及 其 导数 的 实 根 


这 里 首先 给 出 级 数 : 
y =f (x )=a 1IX+a 2X “+a 3X 3+...+ 
dad 7 XxX ? +...4 14#0,x €0 (1) 


(日 ”为 该 级 数 收敛 域 ) 的 拉 格 衣 日 反 演 级 数 公式 : 不 妨 记 了 了 (x)=a 1+ 


a 2X 1L1+a 3xX “+...+a X 十...， 则 式 (1) 的 反 演 级 


n 


1 可 一 1 1 
n | x —1 n | y , 十 
(v 0) X 0 
(2) 
本 文 出 于 书写 简化 方便 ,将 y ” 项 系数 (为 常数 ) 表示 为 ， ， 即 
1 ee 1 
(v.69) x =0 


因此 式 (1) 的 反 演 级 数 可 简化 表示 为 : 
Xx =h(y )=b 1y+b 2 2+b 3y 3 十 .十 


b y 7 +... (4) 


日 于 本 文 论述 的 重点 在 于 反 演 级 数 的 单调 区 间 和 实 根 情况 , 因此 不 妨 假设 式 
(1) 的 关于 x 的 收敛 域 包含 由 式 “4) 确定 的 x 的 收敛 域 。 


引 理 1: 若 形 如 级 数 (1) 在 x ”= 0 的 邻 域内 解析 且 存 在 拉 格 朗 日 反 演 级 数 (4)， 


全 


b 
则 lim 一 一 存在 o 
Ti 一 20 n 


证 明 : 由 于 该 级 数 在 x = 0 的 邻 域 内 解析 且 存 在 拉 格 朗 日 反 演 级 数 ， 因 此 存 
在 y = 0 的 邻 域 " 满 足 lm b ，y "” =0( 这 是 因为 , 由 于 该 级 数 收 


你 ， 当 了 很 接近 0，x =b 1y +.…+D ，_y 7? -+ 
全 并 他 im Zi biy 1 =0 ， 此 
lim Zi np 1b :yy ”=0 ， 故 lim b 人 
lim Zi nb lim Zi a De We 0 


因此 在 y ”= 0 的 邻 域 内 ， 当 y 固定 时 ， 考 虑 反 演 级 数 〈4) 相 邻 两 项 的 比值 


。 b n +1y Wa 。 n 十 1 0 。 b n 十 1 、 
lim 一 一 一 =y lim = = 六 因此 lim 存在 以 下 
n 一 oo 


n 2~ b ，y n oo~ 5 n 元 


b b b 
三 种 情况 : 1) lim n+l 0;2) lim 名 = 0;3) lim - n +1 上 上 0。 
n 一 oo 


nh 人 00 n 6 1 一 0 n +1 n 


对 于 第 二 种 情况 ， 会 导致 除 y ”= 0 以 外 y 取 其 他 值 时 级 数 发 散 ， 因 此 予以 排 


b 


n +1 存 在 。 


n 


除 。 故 综合 第 一 种 和 第 三 种 情况 可 得 lim 
n — 


有 了 以 上 引 理 ， 现 对 级 数 实 根 存在 的 范围 进行 分 析 。 首 先 需 要 证 明 如 下 引 理 : 


b 
引 理 2: 若 y 一 ( lim ps dy _ 0 
n 一 oo 


ax 


b 
证 明 : 当 y >1( lim 一 一)"!| 时 x =h(y ) 的 相 邻 两 项 级 数 之 间 


n 


n 二 1 
的 比值 大 于 1， 即 lim | 一 一 -一 |> 1， 因 此 x =% 。 另 一 方面 ， 


y <1( lim 二 革 )-1 时 , x 与 y 一 一 对 应 有 满足 f(x”) =y 因此 ， 


n 


b 
。 n +1\-1 Ox 本 dy 
y 二 和 本 0 一 oo ， 二 => 


i 


现在 ， 考 虑 级 数 式 子 〈1) 的 导 函 数 : 


' d 
f (x ) = =ada 1+2a 2X 1+3a 3X 2 十.…. 十 


结论 1; f “(x ) 的 一 个 非 零 的 实 根 为 x 1=f -1(( lim 于)-1) 


n 


证 明 : 由 引 理 2， 可 知 f (x ) 的 一 个 的 实 根 为 x 1= 


Ff -1(( lim 一 车 )-1)。 现 假设 存在 f “(x ) 的 实 根 满足 0<x 2 < 


n 


x 1 (不 妨 假 设 0<f (lim 二) )， 则 f(x 2)= 


n 


,= 0， 因 此 9 一 | ,) = om， 因此 x = hy ) 在 


dx jx =x y =f (x 


y =f (x 2) <( lim 全 革 )-1 处 为 断 点 ， 矛盾 。 故 x 1= 


n 


Ff -1 lim 了 于)-1) 为 F “(x ”) = 0 的 最 小 实 根 。 


n 


结论 2: 考虑 yy =f 四 的 反 演 级 数 式 (4)， 当 yy €(- 


sl —1 
。 n + 。 n + > 
| 人 |， i |) 9 h(y ) 收 敛 且 单调 。 
b j b , 4 
Nm 二 下 辐 隐 _ 。 让 二 汗 玉环 
证 明 : 1) 首先 需 证 明 , 当 ye (|( im 万 全) Ll( lim ) 由， 


级 数 x ”= Ph(y  ) 收 敛 : 


b b 
中 着 0< lim 于 =p ， 则 当 y ee[0,( lim 一 一)"1) 时 ， 
n 一 oo n 一 o% 


n n 


由 极限 定义 ， 存 在 正 数 Ee” ,T <p 太 正 整数 nn 0, 满足 =n 0 


b 


时 上 一 -p |<s <1-r ， 因 此 ， 易 知 对 任意 y € 


n 


b 
[0,(Clim 于)!) 至 少 n >n 0 时 b ，y " 与 
n 一 00 


n 
n 


b , J1y ” t+1 正 负 符号 相同 ， 并 且 至 少 n =n 0o 时 相 邻 两 项 级 数 


n 十 1 


之 间 的 比值 大 于 0 小 于 1,， 即 0 < 一 二 一 < 1 一 + ， 因 此 级 数 


~ 


= h(y ) 收 敛 。 


当 y EE(-( lim 也 一共 )-1,0) 时 ， 易 知 存在 正 数 & ,r < 


n 


p 及 正 整 数 n 1， 满足 n >=n 1 时 hb ，y ”与 


b n +1y +1 正 负 符 号 相反 ， Rj, 1+(Y ) =b 车 oy n 0 十 
b+. 为 交错 级 数 ， 并 且 少 


b 


mn。 三 mn 1 时 相 邻 两 项 级 数 之 间 的 比值 大 于 0 小 于 4, 即 广 一 革 -p |< 


n 


&E <1-T7 ， 由 莱 布 尼 欧 判别 法 % 知 级 数 X = h(y  ) 收 敛 。 因 此 若 


0< lim 


n 一 920 n 


一 | —1 


(lim 二 (im 二 ) D 时 h(y  ) 收 伊 。 


b b 
(2) 若 lim Hp <0, 则 当 y €[( lim 一 )1, 0) 时 ， 
n 一 oo 


n 一 00 n n 


由 极限 定义 ， 由 极限 定义 ， 存 在 正 数 e ,T <p 及 下 整数 nh” 0， 满足 
n =n | <E <1-7T ， 因此， 易 知 对 任意 


b 
y s[0 (lim 一) ) 至 少 n 2 


全 


b ; jy ” 姑 正 负 符 号 相同 ， 并 且 少 n ”二 n 0 时 相 邻 两 项 级 数 之 


n 十 1 


辣 的 比值 大 于 0 小 于 1, 即 0< 一 <1- ,因此 级 数 x ”= 


h(y ”) 收 敛 。 


当 y Ero-( lim 二” 忆 )-0 时 ， 由 极限 定义 ， 存 在 正 数 e 


n 


b 


n +1 
bp n 


一 也 <E <1 一 


b 
T ， 因 此 ， 易 知 对 任意 y €[0, 一 ( lim 一 二)-) 在 7 >=n 0 
n 一 00 


时 py " 与 bD Jiy 7 半 正 负 符 号 相反 , 即 h，,(y )= 
pe Di 
交错 级 数 ， 并 且 m ”三 ”1 时 相 邻 两 项 级 数 之 间 的 比值 大 于 0 小 于 1， 即 


b 


sp <g <1-rt 由 莱 布 尼 基 判别 法 知 级 数 X = 


n 


b 
hy ) 收 伺 。 因 此 若 -1< lm 有 Hp <0，y E€E(— 


n 一 250 n 


一 | —1 


(lim 1 (im 二 ) D 时 h(y  ) 收 伊 。 


-1 -1 
综 上 , 当 y ee(-|( lm 二) (im 二) D, hy ) 收 


n n 


—1 —1 
。 P nm + 。 P nm + 
2) 然后 证 明 , 当 y Ee (=-| 人 lim 一 过) ,A( lim 7 ),h(y ) 
n 一 oo n n on n 


单调 : 
若 hl(y ) 在 该 区 间 上 不 单调 ， 则 存在 y *e(- 


b b d 
。 n 十 1 。 n +1 Nesa X 
| (im | |， (lim |) 》 满足 -= y | 


y =y *=0, 


一 oo 一 oo 


因此 5 -一 |。 -i = o, 这 说 明 (x  ) 在 收敛 域内 有 断 点 ， 巴 
盾 。 
计算 例子 : 考虑 二 次 方程 y =a x+x 2， 其 拉 格 朗 日 反 演 级 数 为 。 


1 1 _ 2 一 2)! 
X A ay 2 十 .十 (一 1)n re » 即 
二 -1_ Qn -2 1 ee 
bp nm =(-1" (n -lin la 2n -1 则 Sum b 


n 
2 
4 


lim (-1) LC en -= 故 当 y € [0,4 
n —% n ( a 


n +1)a 


) 时 y (x  ) 单 调 ， 当 


y =-47 时 , X ”= 一 和 而 这 正 是 一 =a +2x 的 根 。 
2. 首 项 系数 为 零 的 级 数 方程 单调 区 间 及 其 导数 的 实 根 


现在 考虑 在 式 子 (1) 中 令 q 1 = 0 时 的 情况 ， 即 形 如 级 数 : 


y =a 2xX “+a 3X 3+.+da ，X " +..,X E 


9 (9 为 该 级 数 收敛 域 ) (6) 
的 单调 区 间 。 
不 妨 设 a 2 > 0， 则 该 级 数 可 转变 为 如 下 两 个 级 数 : 


1 1 
y 27=x (a 2)2(1 十 < 3x T+ Ax 2 十 … 十 
过 


a 


a 2 


和 


1 1 
y 27=—x (a 2)2(1 十 < 3 和 X22 二: 秆 
2 


a 2 
a 1 
- x Da) (8) 
2 
分 别 对 以 上 两 式 求 反 演 级 数 ， 根 据 反 演 公式 〈2)， 可 得 
1 
xX =(y OO (9) 
(a 35)7Z(I+ 和 3x 1+o dx 2+4..4— x 7 -2+...)2 
a 2 a 2 a 2 
友 
1 1 
x (yD 1 a 1 
(a 2)2(1+5 3x 1+ 4x 2+ XK、 
(9) 
5 a 3 1 a 4 2 < n n -2 
令 V(x)= (a 2)2(1+ x + 一 和 4x 十 ... 十 x 十 
a 2 a 2 a 2 
1 1 
.…)2， 则 可 得 关于 y zz 的 两 个 级 数 : 
1 | 1 | 2 : 3 
X = hi(y 7)=b 1y 2+b 2 V 2+b 3V 2 十 .… 十 
上 n 1 1 
b ，y 2 +:D 1=(a 2)i>0 (10) 


1 
以 上 两 式 中 pb “， 由 式 (3) 确 定 。 由 结论 2, 当 0 < lim 一 一 时 , 取 y 7= 


n 一 oo 
。 n a 1 。 n oe 2. 。 n i 
( lim 一 )-;: 即 y =( lim —— ~ )™“:; 当 lim 一 << 0 时 ， 
n 一 oo n 一 oo 本 n 一 oo 7 


1 b | b 
取 y 27= 一 ( lim 一 上 一共 )-1， 仍 为 y =( lim 一 一 站)-2, 故 其 包含 
n 一 o D n 一 D 冯 
， 一 2 ， 一 2 
零点 的 一 个 单调 区 间 为 y € cl( lim 一 一 + (im 一 “从 )，。 
n 一 oo n 一 oo 


n n 


考虑 级 数 〈6) 的 导数 : 


f (x )= =a 2X i+a 3X 2*+...+a 入 ~、 汪汪 


则 其 非 零 实 根 为 x ” =f (lm 一 “党 )， 


一 000 


3 级 数 方程 零点 附近 的 单调 区 间 及 实 根 求解 
综合 以 上 两 节 论述 ， 可 知 ， 对 于 任意 给 定 的 不 含 常数 项 的 级 数 方程 


Ss 2 3 n 
y 三 a 1X 十 Q 2X 二 +a 3X 十 .十 Q 四 X 十 ... 


若 其 存在 拉 格 朗 日 反 演 级 数 形 如 : 
x =b iy+b oy “+b 3y +...+b Vy 


n 
(14) 
则 在 a 1 大 0 的 条 件 下 : 
b | = b i et 
1) 其 单调 区 间 为 y a (lim) )。 
2) 其 非 零 实 根 为 可 由 级 数 : 
F (x )=/ydx =7a 1X 2+3a 2X 3 十 
了 
的 反 演 级 数 确定 。 
若 a 1 一 0: 
Er b ee 
1) 其 单调 区 间 为 y € (一 | ( lim 一“ 全 加 加 lm 一 “全 4] ), 
一 oo n 一 20 
2) 其 非 零 实 根 为 可 由 级 数 : 
F (x )=Jydx =3a 2X 3 +7a 3X 十... 十 
ey 6 n +.. (16) 
n 
的 反 演 级 数 确定 。 
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